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Material para estudos

» Capitulo 23 do Halliday volume 3 e capitulo 3 do
Moysés volume 3

« Estudar os problemas da Lista 3 que esta disponivel
em diegoduarte.paginas.ufsc.br.



Fluxo de um campo eletrico

gt Considere um campo elétrico atravessando uma superficie
s ==~ de drea A. O fluxo de campo elétrico ® através das dreas 1,
= .. = 2e3, comtamanho AA, é representado por:

QD:E-M:E(AA)COSQ

em que 6 € o angulo entre os vetores E ¢ AA. Essa equacao
mostra que:

* ® > 0: positivo — o fluxo sai da superficie,
* ® <0: negativo — o fluxo entra na superficie,
* ® = 0: ndo ha fluxo atravessando a superficie.

O fluxo através de toda a superficie € dada por:

(1) $ — f E‘ : dA) (unidade no SI: N-m?/C)
s

1 " T -
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Exemplo
PROBLEMA 3 do capitulo 23 do Halliday volume 3 (82 edicao)

|" O cubo tem 1,40 m de aresta e esta orientado da forma mostrada na figura em uma
regido onde existe um campo elétrico uniforme. Determine o fluxo elétrico através

P da face direita do cubo se o campo elétrico, em newtons por coulomb, € dado por
S o (a) 6,004, (b) 2,004, (¢) =3,00i + 4,00k. (d) Qual é a o fluxo total através do cubo
' s nos trés casos?
H
s j_‘-s!f’: —-—==--=— 1 Adrea de cada face do cubo vale 1,40x1,40 = 1,96 m?. O vetor dA é dado por 1,96j
GBI m?. Assim, o fluxo através da face direita em cada uma dessas situagdes é dado pela
| equagdo (1):

(a) <1>:fE.dZ:f(aoof).(l,%j):0
(b) c1>=fEtdZ:f(—z,ooj).(1,96j)=—3,92 N-m?/ C?
(©) <I>:fE“-dA’:f(—3,00i+4,001€)-(1,96}):0

(d) O fluxo total é o obtido através de todas as superficies. Como a fonte que gera
o campo estd fora da superficie fechada e o campo € uniforme em toda regido, o

resultado € dado pela equacgdo (2): o % E dA) 0
S

Halliday et al., Fundamentos de Fisica (vol. 3)



Lei de Gauss

NA FORMA INTEGRAL

Halliday et al., Fundamentos de Fisica
(vol. 3)

Superficie

gaussiana

A figura acima mostra o fluxo de campo
elétrico produzido por uma carga g através
de uma superficie gaussiana esférica e
fechada de raio r.

Um dos desafios da lei de Gauss é escolher
uma superficie gaussiana que permita que
essas duas consideracdes ao lado sejam
satisfeitas!

Por isso, é importante conhecer quais s@o as
coordenadas do problema. Se o problema é
esférico, vocé deve adotar uma superficie
esférica; se € cilindrico, deve adotar uma
superficie cilindrica, e assim por diante.

A lei de Gauss estabelece que o fluxo produzido por uma carga
dentro de uma superficie fechada € diretamente proporcional a

intensidade da carga:
$E-dh=2
S o

3)

em que E é o campo elétrico produzido pela carga g e dA é o vetor
elemento de area de uma superficie imaginaria que envolve a carga
(fechada). Essa superficie é chamada de superficie gaussiana e trata-
se de um artificio matematico para que seja possivel calcular o fluxo
elétrico. Para usar a equacdo (3), duas consideragdes serdo adotadas:

* Os vetores E e dA sdao sempre paralelos, ou seja:

E-dA = EdAcosf = EdA

em que 0 € o angulo formado entre os dois vetores.

* O campo elétrico E € constante em todos os elementos dA da
superficie gaussiana.



...mas qual € a aplicacao da le1 de Gauss?

A lei de Gauss € uma ferramenta que permite calcular campos
elétricos de uma forma rapida e simples. Porém, vamos utiliza-la
apenas em situagoes que permitam aplicar as duas consideracoes

apresentadas.



Exemplo de aplicacao
Calcular o campo elétrico produzido por uma carga pontual

Considere uma carga +¢ isolada no vacuo. Calcule o campo elétrico gerado

Superficie .f" ' por essa carga em um ponto localizado a uma distancia r. Use a lei de Gauss.
gdLssiana fI.P’
£ Como uma carga pontual gera um campo elétrico com simetria radial, deve-se
@ -~ 1#="" envolver a carga com uma superficie gaussiana esférica de raio r. O fluxo serd
i calcula através da superficie, logo o seu raio deve ser igual a distancia em o
exercicio solicita o calculo do campo. Portanto:
S A = |
Halliday et al., Fundamentos de Fisica (vol. 3) i E : dA = =
S o

em que dA € o vetor elemento de drea da superficie esférica e tem dire¢do radial positiva, igual o campo E (1*
condi¢do). Considerando que a particula estd no centro da esfera, todos os elementos dA sdo equidistantes da
carga. Isso significa que o campo elétrico é constante através de toda a superficie (2* condi¢do). Assim, E nao
depende de dA na integral acima e podemos escrever:

v
12 condigao %E-dZ:fEdA:EfdA:EA:i 22 condigao
S
1

9 9

— , que € o campo gerado por um carga pontual.
Ae, 4dme,r

em que A = 4ntr? € a drea da esfera. Logo: E =




Exemplo de aplicacao
Calcular o campo elétrico produzido por uma placa infinita

M. Nussenzveig, Curso de fisica basica (vol. 3) Considere uma placa infinita com densidade superficial de carga +o. Calcule o

campo elétrico gerado na superficie da placa.

Lembre-se que quando falamos que um corpo possui dimensdes infinitas,
significa que o ponto, onde serd calculado o campo elétrico, estd muito proximo
do corpo. Note neste exemplo que o campo elétrico € perpendicular a superficie
da placa e possui direcdo no eixo z, com sentidos positivo (cima) e negativo
(baixo). Logo, para usar a lei de Gauss, vamos utilizar uma superficie gaussiana
cubica que delimita uma superficie S da placa, conforme mostra a figura ao lado.
Com essa superficie, existe fluxo de campo no topo e base. Logo:

9§E-d§=2fEdS:2Ede:2ES:i

em que g € carga distribuida sobre a superficie S da placa. O célculo acima
considera o paralelismo dos vetores E e dS (1* condi¢do) bem como o valor
uniforme do campo elétrico ao longo da superficie gaussiana (2° condigdo).
Logo:

q _
2S¢,

, que representa a intensidade do campo elétrico em cada
250 lado da placa. A densidade c vale ¢/S.




Exemplo de aplicacao

Calcular o campo elétrico produzido por uma placa infinita

M. Nussenzveig, Curso de fisica bisica (vol-3) Fgge resultado também pode ser obtido a partir do problema resolvido no slide
[ T I E, 36 da aula sobre campo elétrico (parte 1):

z
T T
! S E:i I—L

/ /
* 7~ ~ ] L)~
>4 ) - >~ *+ P . . . A . o Z
/ i y em que a € o raio do disco e D a distancia do centro do disco até o ponto P onde

T TT "/ foi calculado a intensidade do campo elétrico. Se considerarmos que a >> D na
- ek equacdo acima, obtemos E = a/2¢,. Guardem este resultado, pois ele é muito
l l J T importante para estudarmos capacitores!
A * T I I E, Portanto, o vetor campo elétrico deste exemplo é dado por:
b

Mis s T e P
=% =g o

/)- ————— - . ~ o ~
o | E k [Ago]kparaz<0

N
s}
I




Exemplo de aplicacao

Calcular o campo elétrico produzido por um fio infinito

Halliday ef al., Fundamentos de Fisica (vol. 3) Considere um fio infinito carregado com densidade linear de carga uniforme +A4.
Calcule o campo elétrico numa distancia r do eixo do fio.

27y
Neste problema vamos envolver um comprimento 4 do fio com uma superficie
gaussiana cilindrica, pois essa geometria permite aplicar as duas condi¢cdes que
Superficie  estamos estudando. Assim como no exercicio da esfera, a superficie cilindrica
FAllSsIdNa , . £, 0
: estd exatamente sobre o ponto onde deseja-se calcular o valor do campo elétrico.
\&B Logo: +
I ) ;'-. — —
% | 12 condicdo fE-dA: fEdA = EfdA _pA=4 22 condicao
7 R g ; o

em que g é a carga distribuida ao longo do comprimento 4. Isso significa que 4 =
g/h. Como mostra a figura ao lado, a primeira condi¢do € satisfeita (os vetores £
e dA sao paralelos). Como todos os elementos dA sdo equidistantes do eixo do
Note que a drea util da fio, o campo elétrico é constante na superficie gaussiana, o que permite a

superf101e.gau331an.a capenasa - gplicacdo da 2* condigdo. A drea da superficie é 2nrh, assim:
lateral, pois ndo existe fluxo de

campo elétrico através do topo q q A
e base. E=

g, A 2me,rh 2mer

i ] ¥



Exemplo de aplicacao
Calcular o campo elétrico produzido por um fio infinito

Note a importancia da escolha correta para a superficie gaussiana. Superficie ciibica: por meio dos vetores r, e r,
¢ possivel concluir que poucos vetores dA sdo paralelos ao campo elétrico e a 1* condi¢do nao pode ser aplicada.
Além disso, os elementos dA ndo sdo equidistantes do eixo do fio; logo, o campo elétrico ndo € constante através
da superficie (E, e E,) e a 2* condicdo também nao pode ser aplicada. Superficie esférica: idem.

Superficie gaussiana esférica
(vista frontal)
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Superficie gaussiana cubica



Resolucao de problemas

LISTA 3, PROBLEMA 2 — ltem (a)

@

M. Nussenzveig, Curso de fisica basica (vol. 3)

A carga q da lei de Gauss €
sempre a carga envolvida
pela (dentro da) superficie

gaussiana!

Para encontrar o campo elétrico dentro da esfera, devemos
envolver parte da carga com uma superficie gaussiana de raio
0 < r < a. A simetria esférica do problema e da superficie
gaussiana permitem a aplicacdo das condigdes 1 e 2:

$E-di= [EdA=E [da=EA="
s €o
em que A é a area da superficie gaussiana (47r?) e g a carga
dentro dela (envolvida pela superficie). Como existe uma
distribuicdo de carga no volume, g € dado em fungio da
densidade de carga p (g = pV = pdrnr3/3):

47’ /3 S
E:q:P< /2>:ﬂ,',E:ﬁf
g,A g 4mr 3¢, 3¢,

Como o problema tem simetria esférica e a carga € positiva, o
vetor campo elétrico tem diregao radial positiva.



Resolucao de problemas

LISTA 3, PROBLEMA 2 — ltem (b)

M. Nussenzveig, Curso de fisica basica (vol. 3)

A carga q da lei de Gauss €

sempre a carga envolvida

pela (dentro da) superficie
gaussiana!

Para encontrar o campo elétrico entre a < r < b, devemos
envolver toda a esfera de raio a com uma superficie gaussiana
de raio r definida entre a e c. A simetria esférica do problema

e da superficie gaussiana permitem a aplicacao das condicoes
le?2:

$E-dAi= [EdA=E [da=EA="
s €o
em que A é a area da superficie gaussiana (47r?) e g a carga
da esfera de raio a. Como existe uma distribui¢ao de carga no

volume, g € dado em funcdo da densidade de carga p (g = pV
= pdna’/3):

pl4ra’/3 : S S
g A g 4mr 3e,r 3e,r

Como o problema tem simetria esférica e a carga € positiva, o
vetor campo elétrico tem diregao radial positiva.



Resolucao de problemas

LISTA 3, PROBLEMA 2 — Comparacoes entre os itens (a) e (b)

ATENCAO: A carga ¢ da lei de Gauss é a carga envolvida pela superficie gaussiana. O raio r
da superficie gaussiana no item (a) € menor que a; assim, ela envolve apenas parte da carga.
Nesse caso, o volume de carga € definido pelo volume da superficie gaussiana, i.e., V = 47r’/3
e, portanto, g = p4nr’/3. No item (b), o raio da superficie gaussiana é maior que a; logo, o
volume de carga € definido pelo volume da prépria particula, i.e., V = 47wa’/3 e, portanto, g =
pana’/3. A drea A é sempre da superficie gaussiana (47r?).

UFSC Rt



Resolucao de problemas
LISTA 3, PROBLEMA 2 — Item (c)

Para encontrar o campo elétrico na regido b < r < ¢, devemos

envolver toda a esfera de raio a e parte da casca esférica com

uma superficie gaussiana, conforme descrito pela figura ao lado.

A simetria esférica do problema e da superficie gaussiana

permitem a aplicagao das condigdes 1 e 2:

E, $E-di= [EdA=E [dr=Ea=-

€

S 0

em que A € a area da superficie gaussiana (47r?) e g a carga da

esfera de raio a mais parte da casca de espessura r—b. Como

existe uma distribuicdo de carga nos volumes, g € dado em

funcdo da densidade de carga p (¢ = pV, + p|V,| = pdna’/3 +

pan(r’— b3)/3):

. p(4na’ [3)+ p|an(r 1) /3] pl@+r-p)

Para calcular o volume da casca E =

esférica de espessura r—b (V = pdn(r3 e A c 4y’ 3 801’2
— b3)/3, basta subtrair o volume de 0 0

uma esfera s6lida de raio r por uma 3 3 3
Vol d
esfera s6lida de raio b. - P (Cl T = b N Volume da c(;)a;lcrzedea
Logo: E = 3 5 V| | esferaderaioa espessura r—b
E 0 r




Resolucao de problemas

LISTA 3, PROBLEMA 2 — ltem (d)

Para encontrar o campo elétrico na regido r > ¢, devemos
envolver toda a esfera de raio a mais a casca esférica com uma
superficie gaussiana de raio r, conforme descrito pela figura ao
lado. A simetria esférica do problema e da superficie gaussiana
permitem a aplicagao das condi¢des 1 e 2:
5, $E-dAi=[EdA=E[da=EaA="
S o
em que A € a drea da superficie gaussiana (47r?) e g a carga da
esfera de raio a e da casca de espessura c—b. Como existe uma
distribuicao de carga nos volumes, g € dado em funcdo da
densidade de carga p (¢ = pV| + pVy = pdra’/3 + pdn(c’ -
b3)/3):

4ra’[3)+ plar(c* =b") /3| p(d® + —b)
Para calcular o volume da casca E = q — p< / P )/ — P ( +
esférica de espessura c—b (V = pdn(c3 o A €o 47 1’2 3801’2
— b3)/3, basta subtrair o volume de
uma esfera s6lida de raio ¢ por uma 3 3 3
esfera sélida de raio b. = P (a +c=b") | voumeda Vfi?iﬁedia
Logo: E = 5 7’| | esferade raio a espessura c—b
3e,r




Resolucao de problemas

LISTA 3, PROBLEMA 2 — Esboco do campo elétrico

Assumindo valores arbitrarios a = 1,0 m, b = 3,0 m, ¢ = 3,5 m, p = 10 nC/m?, podemos esbogar o
comportamento do campo elétrico em fungao do raio r com as solucdes apresentadas abaixo.

r A
Pr; parar <a
3¢,
3
a .
P ~rparab>r>a
_ 3e,r ]
E =1 O 5001
p(a3—|—r3—b3>A 2
rparac>r>b q 400
3e, 1’ =
60 @ 300
o
3 3 3
p(d +c —b )A S 2001
e rFparar >c § oo | v |
0 . a b c
0,0 0:5 1:0 1:5 2:0 2:5 3:0 3:5 4:0 4:5 510
r (m)

UF SC i



Resolucao de problemas
LISTA 3, PROBLEMA 5

Para encontrar o campo elétrico nos pontos P, P, e P;, vamos
aplicar o resultado do campo elétrico para uma placa infinita: E
= o/2¢,. Para isso, considere, primeiramente, o campo elétrico
de cada placa:

* Placa 1: ® ® o

Perspectiva Seréa considerado que a
1 distancia entre as placas
¢ muito menor que as
suas dimensdes fisicas.
P, P, P, P, P, P,
® ® ° E, E, E,
* Placa 2: —¢o * *
1 2 3
2

Visao lateral

UF SC e
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A lei de Gauss na forma integral € um indicador global da presencga de cargas no espacgo, pois
calcula o fluxo elétrico através de uma superficie global S. A lei de Gauss na forma diferencial é
um indicador local da presenca de cargas num ponto P do espaco.

S dS  Alei de Gauss na forma integral €: gg E ) d§ _ q
S S0

onde g € a carga elétrica distribuida num volume AV, assim podemos
escrever g em fun¢ao da densidade volumétrica de carga p:

— — p
—— ¢ E-dS =L Av
Superficie gaussiana S
8 o

Assumindo AV — 0, estamos calculando o fluxo através de uma superficie gaussiana em torno
de P, tornando a analise um procedimento local:
. 1 — —
lim [— ?1 E-dS
AV—o| AV g

2
€o



Lei de Gauss

NA FORMA DIFERENCIAL

Pelo teorema da divergéncia, o lado esquerdo desta equagao representa o divergente do campo
elétrico:

—

V-E = lim

AV —0

vV-E=L )
€o

AVfEd

A equagdo (1) caracteriza a densidade local de fontes de campo elétrico no ponto P e conhecida
como a lei de Gauss na forma diferencial. A partir desta equacao, temos trés situacoes:

* V- E > ( : afonte gera um campo elétrico divergente (e.g.: cargas positivas)

*V: E < ( :afonte gera um campo elétrico convergente (e.g.: cargas negativas)
E=

V- O : ndo existe fonte no local. ///”,_—:

M. Nussenzveig, T ——
Curso de fisica bésica "'_)—“\\‘-

(vol. 3) V-E>0 V-E<0 V-E=0



...mas qual € a aplicacao da le1 de Gauss na forma diferencial?

Uma das utilidades dessa ferramenta € obter informac¢ao sobre a
densidade de carga no ponto a partir do campo elétrico. Note que € o
contrario do que fazemos com a forma integral: determinamos o
campo elétrico a partir da densidade de carga.



Resolucao de problemas

LISTA 3, PROBLEMA 8

O campo elétrico possui simetria esférica, logo temos que utilizar a lei de Gauss na forma
diferencial e em coordenadas esféricas para encontrar a densidade volumétrica de carga:

ﬁ.ﬁzlza(rzE,L 1 0(sin0E) 1 o(E,)
r-  Or rsin 6 00 rsinf 0o

em que E, = E, = 0. Pela lei de Gauss, temos:
1 0(r°E,)

r* Or o

com E,. = (1 — cos3r)/r?: i
0 {Xz [2 (1 —COS 3r)
X

r’ or €,

que fornece a densidade volumétrica de carga:

O(l—cos3r) 3e. .
p(r):ig ( . >:r€2°sm3r
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Duvidas?

diego.duarte@ufsc.br
Skype: diego_a_d

Encontrou algum erro nesta aula? Me informe via e-mail ;)
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